Cinq cercles tangents dans un cercle

Il faut construire un cercle pour que quatre cercles soient tangents intérieurement à ce cercle, au cercle central et entre eux deux à deux.
Construction

Lancer MathGraph32 et faire la figure suivante (éventuellement, si on n’a pas l’habitude du logiciel, voir les détails ci-dessous) : tracer un cercle de centre A passant par le point B. On place alors le point (lié) C sur le segment [AB] puis le point F milieu de [CB], on trace ensuite le cercle de centre A et passant par C ainsi que le cercle de centre F et passant par B. On trace la perpendiculaire à la droite (AB) passant par le point A puis le cercle de centre I (milieu de [DG]) et de rayon IG. Enfin, on trace les deux autres cercles par symétrie.
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Détails de la construction :

Tous les outils de construction sont dans la barre d’outils à gauche. En haut de cette barre apparaît une main (outil Capturer) qui permet de déplacer les points libres. En dessous, les outils sont rangés en catégorie. La première catégorie (en dessous de la main) contient les outils relatifs à la construction de points. En cliquant sur la flèche à droite de l’icône (ou en double-cliquant sur l’icône, on déroule tous les outils d’une catégorie. Il suffit de cliquer sur un outil pour le sélectionner (il est alors mémorisé et son icône apparaît pour la catégorie). Dans la suite, n’est indiquée que la catégorie et pas la position de l’outil dans la catégorie. L’action à réaliser après avoir sélectionné un outil est indiquée entre parenthèses et en italique.
Avec l’outil Point libre (première catégorie), créer deux points A et B (cliquer dans la fenêtre actuellement vide).

Avec l’outil Cercle par centre et point (quatrième catégorie) tracer le cercle de centre A (cliquer sur A) et passant par B (cliquer sur B).
Avec l’outil Segment (troisième catégorie), tracer le segment [AB] (cliquer sur A puis sur B).

Avec l’outil Point lié (première catégorie) placer un point C sur le segment [AB] (cliquer sur le segment). Ce point peut être déplacé (avec l’outil Capturer, la main) mais reste sur le segment.
Avec l’outil Milieu (première catégorie), tracer le milieu F du segment [AB] (cliquer sur le point A et le point B).
Avec l’outil Cercle par centre et point (quatrième catégorie) tracer le cercle de centre A (cliquer sur A) et passant par C (cliquer sur C).
Faire de même pour tracer le cercle de centre F et passant par B.

Avec l’outil Perpendiculaire (deuxième catégorie), tracer la perpendiculaire à la droite (AB) passant par A (cliquer sur le segment [AB] puis sur le point A).
Avec l’outil Intersection (première catégorie), créer les points d’intersection E et D du grand cercle avec la droite perpendiculaire à la droite (AB) (cliquer sur la perpendiculaire puis sur le cercle). Créer également les points d’intersection G et H du cercle de centre A et passant par C avec cette perpendiculaire.
Tracer le milieu I du segment [GD] puis le cercle de centre I et passant par D.

Avec l’outil Symétrie axiale (huitième catégorie), tracer le symétrique du cercle de centre F par rapport à la droite (DE) (cliquer sur la droite (DE) puis sur le cercle). Pour finir tracer également le symétrique du cercle de centre I par rapport à la droite (AB).
Expérimentation
On peut déplacer le point C sur le segment [AB] et montrer ainsi que les quatre cercles tangents au cercle central et au grand cercle peuvent être tangents entre eux deux à deux. Mais où exactement le point C doit-il être placé ?
Placer le point C de manière à ce que les cercles soient tangents.
Avec l’outil Mesure de longueur (neuvième catégorie) mesurer le segment [AB] (cliquer sur A et B, la mesure s’affiche automatiquement). Mesurer également le segment [FC].

En déplaçant le point B, compléter le tableau :

	AB
	
	
	

	FC
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Que peut-on dire du rapport [image: image5.png]


 ?
Démonstration

On va chercher à déterminer la position du point C en évaluant la distance AC. Soit R le rayon du grand cercle (R = AB) et r le rayon du moyen cercle (r = FC). On trace les segments [BD] et [FI].
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Démontrer que les droites (BD) et (FI) sont parallèles
Lorsque les 2 cercles sont tangents, le point de tangence est le milieu du segment [FI] car dans le triangle isocèle AFI la médiane est aussi médiatrice.

On a alors : FI = 2r.
Calculer alors BD en fonction de R dans le triangle rectangle ABD.
Calculer AF en fonction de R et r.
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 en fonction de R et r
Démontrer dans le triangle ABD que ces rapports sont égaux.

En déduire r en fonction de R.
On peut utiliser la fiche Aide à la démonstration.
Vérification

Construire un cercle de centre A et passant par le point B. Mesurer le segment [AB] puis définir dans MathGraph32 le calcul r (dont l'expression en fonction de R a été trouvée ci-dessus).
Pour cela, cliquer sur l’outil Créer calcul (onzième catégorie), une boîte de dialogue s’affiche :
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Dans le champ Nom du calcul, taper R, puis cliquer sur le bouton Valeurs. Dans la liste de valeurs qui s’affiche, cliquer sur AB ou BA (mesure du segment [AB] qui a été faite avant ce calcul), cliquer sur le bouton Ok de cette liste : la valeur choisie s’affiche maintenant dans le champ Formule. Valider ce calcul en cliquant sur le bouton Ok. Maintenant, on peut utiliser R dans un autre calcul.

Cliquer de nouveau sur l’outil Créer calcul, et donner lui le nom r. Dans le champ Formule, taper (sans espace) le calcul donnant r en fonction de R (voir la partie Démonstration). Il commence par R, continuer en tapant le symbole de la division (/) puis ouvrir une parenthèse et taper la suite du calcul (racine de 2 s’écrit : rac(2), penser à refermer la parenthèse ouverte).

Définir ensuite un nouveau calcul pour avoir le rayon du petit cercle central et nommer le rpc et taper dans le champ Formule : R – 2* r (l’étoile est le symbole utilisé pour la multiplication).
Avec l’outil Cercle par centre et rayon (quatrième catégorie) tracer le cercle de centre A et de rayon donné par le calcul précédent (cliquer sur le point A, une boîte de dialogue s’affiche qui permet de choisir la valeur rpc qui s’affichera dans le champ Formule, valider avec le bouton Ok).
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Ici le point C est obtenu comme intersection de la droite (AB) avec le petit cercle, finir la figure comme dans la partie construction.
Prolongement
On peut réitérer cette construction dans chacun des cercles obtenus. Dans les quatre cercles tangents deux à deux le rayon est maintenant r (à la place de R)
Il faut définir deux nouveaux calculs :
· Le premier, que l’on nommera r2, donnera le rayon des quatre nouveaux cercles tangents (remplacer dans la formule trouvée à la partie démonstration R par r) ;
· Le deuxième, que l’on nommera rpc2, pour avoir le rayon du nouveau petit cercle central.

Tracer alors le nouveau petit cercle central puis les nouveaux quatre cercles tangents deux à deux. 
[image: image13.jpg]



Finir en utilisant les symétries.
Puis choisir une couleur avant d’utiliser l’outil Surface (dernière catégorie) en désignant un cercle (cliquer sur un cercle en allant du plus grand au plus petit).
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